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一类埃博拉传染病模型的最优控制
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摘　要 : 对于埃博拉病毒，我们研究探讨了对动物采取控制措施的最优控制问題 , 证明了最优控制的存在性 , 利用庞特里

亚金极大值原理給出了最优控制策略的表达形式 . 最后通过数值模拟验证了最优控制策略的优越性 , 从而说明了在埃博拉

疾病的传播过程中对动物采取控制具有重要意义 .
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1 引言 

埃博拉病毒是一种人畜共患的疾病 [1,2] , 埃博拉是通过

密切接触到感染动物的血液、分泌物、器官或其它体液而传

到人 ,随后通过人际间传播加以蔓延 ,人群易感者既可以通

过破损皮肤或粘膜直接接触感染者的血液、分泌物、器官或

其它体液的方式感染该疾病 , 也可以通过接触受到这些液

体污染的表面和材料 ( 如床上用品、衣物 ) 等方式感染 [1] ,

在以往对于埃博拉病毒的研究中 ,有针对动物模型或人类群

体中的疾病流行情况进行的实验数据分析和拟合、预测病情

趋势、通过基本再生数的分析来研究疾病的预防效果 [3 6]−

, 也有在人类群体中考虑建立仓室模型来研究埃博拉的动力

学和最优控制问题 [7-8], 却没有同时考虑在人类群体和动物

群体中建立仓室模型的最优控制问题。为此 ,本文研究了埃

博拉传染病同时存在人类和动物群体时的控制问题。

文章结构如下:第二节引入埃博拉传染病的控制模型。

第三节证明了最优控制的存在性 ,并利用庞特里亚金极大值

原理给出最优控制律。第四节对埃博拉传染病的传播和控制

进行了仿真。第五节是本文的结论。

2 模型的建立以及目标函数的确立

文献 [8] 是通过基本再生数研究埃博拉的流行

情况 , 并未研究其最优控制问题。在此基础上 , 我们

把人群分为四类 : 易感者 , 感染者 , 隔离者以及恢复

者 , 并 分 别 用 )(),(),( tQtItS hhh 和 )(tRh 表 示 人 群

的数量；把动物分为两类 : 易感者和恢复者 , 分别用

)(),( tItS bb 表示动物的数量 ,t 时刻总人口数和动物

总 数 分 别 为 )()()()()( tRtQtItStN hhhhh +++=
, )()()( tItStN bbb += 。

本文所研究的时变控制模型如下

                                           (1)

系统 (1) 中的控制变量 ( ) [0,1]u t ∈ 是表示对动物的控

制强度 .模型中其他参数含义如下表 1所示：
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表 1 模型中各参数的意义

参数                 描述 备注

hΛ 人群的输入率 0 h< Λ

bΛ 动物的输入率 0 b< Λ

hβ 人与人之间的传染率    0 1hβ< ≤

bhβ 动物与人之间的传染率       0 1bhβ< ≤

bβ 动物与动物之间的传染率    0 1bβ< ≤

hµ 人群的自然死亡率    0 1hµ< ≤

bµ 动物的自然死亡率    0 1bµ< ≤

hα 人群染病者的因病死亡率     0 1hα≤ ≤

hd 人群隔离者的因病死亡率             0 1hd≤ ≤

hδ                                  人群染病者的隔离率    0 1hδ≤ ≤

hr 人群染病者的恢复率   0 1hr≤ ≤

hε 人群隔离者的恢复率    0 1hε≤ ≤

图 1 埃博拉传染病模型的传播机制图

在本文所建立的模型中 ,目标函数为

23
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其中 ft 为末端时刻 , 1 2,B B 和 3B 为相应的正的平衡
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系数 .下面的工作是寻求最优控制 *u 。使得
*( ) min ( ),J u J u

Ω
=

其中约束控制集合为

{ }1(0, ) 0 1 .fu L t uΩ = ∈ ≤ ≤

3 最优控制的表达形式

本文结合所研究模型及目标函数构造的哈密尔顿函数

为

其中 iλ 为协态变量 , ig 为系统方程 (1) 中第 i个方程
的右端函数。

假定控制系统的一个最优控制：

为 ( )u t∗
及相应的系统状态方程的解为             ,

则存在协态向量                满足 :

       

横截条件为

最优控制的表达形式为
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由 Pontryagin 极大值原理 [11] 得协态方程 :

横截条件为 : ( ) 0, 1, 2, ,6.i ft iλ = = 横截条件为

由
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又因为u属于可行控制集

{ }1(0, ) 0 1 ,fu L t uΩ = ∈ ≤ ≤ 故最优控制的表达形式为
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从而我们得到如下最优控制系统 :
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4 数值模拟

本部分将用数值仿真的方法来研究埃博拉传染病模型

(1) 的最优控制解 , 利用四阶龙格库塔迭代法 [12,13] 来解最

优控制系统 .我们的目的是揭示控制措施对埃博拉传染病传

播的影响 .从而验证最优控制的有效性。

假设人群中易感者 , 染病者 , 隔离者以及恢复者的初

始值分别为 (0) 100,hS =                            . 同

时 假 设 动 物 群 体 中 易 感 者 , 染 病 者 初 始 值 分 别 为

(0) 100, (0) 20b bS I= = , 仿真中所用的其他参数的数值如表

2中所列。

表 2 最优控制数值仿真中所用参数

参数     描述                         数值

hΛ     人群的输入率                   10

bΛ     动物的输入率                   100

hβ     人与人之间的传染率            0.0003

bhβ     动物与人之间的传染率          0.03

bβ      动物与动物之间的传染率        0.02

hµ      人群的自然死亡率               0.1

bµ      动物的自然死亡率               0.8

hα     人群中染病者的因病死亡率        0.4

hδ     人群染病者的隔离率              0.06

    人群中隔离者的因病死亡率        0.3

hr     人群中染病者的恢复率             0.3

hε    人群中隔离者的恢复率             0.3

在实践中理想的权重是很难获得的 ,那需要大量关于数

据挖掘、分析、拟合工作 ,因此要想得到实际中恰当的权重

是一个困难的问题并且还需要作进一步研究．基于这些事实,

我们选取目标函数中的权重分别为 1 2 30.5, 0.5, 0.5,B B B= = = 需

要指出的是这里所用的权重仅仅是本部分出于理论上用来

揭示控制措施效果的考虑。

图 2-5 描述了在无控制和有最优控制的情形下 , 动物

群体和人类群体中感染者和易感者数量 .从图 2和图 3中可

以看出 , 在对动物实施最优控制时，动物群体和人类群体

中感染者数量比无控制时要少。从图 4 和图 5 中可以看出 ,

在对动物实施最优控制时，动物群体和人类群体中易感者数

量比无控制时要多 .这也从侧面反映了对动物采取最优控制

策略可以有效地控制疾病的传播和蔓延。

5 结论

本文通过引入埃博拉传染病模型研究了控制策略对埃

博拉传染病传播的影响。利用庞持里亚金极大值原理给出了

最优控制表达形式。通过数值仿真揭示了在控制策略下的传

播趋势 ,仿真结果表明在疾病的传播过程中对动物采取最优

控制策略可以更有效地防止传染病的传播和蔓延。

(0) 15, (0) 10, (0) 5h h hI Q R= = =
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图 2  无控制和有控制情形下动物染病者数量 .

图 3  无控制和有控制情形下人类染病者数量 .

图 4  无控制和有控制情形下人类易感者数量 .

图 5  无控制和有控制情形下动物易感者数量 .


