
                                                                              时代教育前沿 

 326 

矩阵的幂零分解及应用 
朱文杰 

(安徽信息工程学院通识教育与外国语学院  安徽芜湖  241199) 

摘要：幂零矩阵是矩阵中的一类特殊矩阵，具有优越的性质，在矩阵理论中有着重要的应用.本文借助幂零矩阵有关知识和一
些基本性质，进一步归纳总结出幂零矩阵的性质，在此基础上把矩阵分解成幂零矩阵与其他矩阵之和的形式，再结合幂零矩阵的性
质简化对矩阵求逆以及高次方幂的计算过程. 
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幂零矩阵是高等教育数学基础课程中的重要内容，是学生

研究生入学考试的重点测试内容.在高等代数课程里，它是与线

性变换、线性空间等知识联系的矩阵.通过对幂零矩阵的研究可

以加深学生对相关矩阵知识的认识，从而使学生更深刻地了解

高等代数的相关理论.此外，幂零矩阵的优越性质[1-2]还可以简化

学生的解题过程，特别是在对矩阵多项式求解[3]的应用.由此，

本文主要探讨一般矩阵如何分解成幂零矩阵与其他矩阵之和的

形式，然后通过分解形式求解问题，简化计算.我们将从幂零矩

阵有关知识和一些基本性质及应用的基础上，进一步归纳总结

出幂零矩阵的性质，在此基础上对矩阵分解成幂零矩阵与其他

矩阵之和形式，再运用幂零矩阵的性质求矩阵的逆以及矩阵的

高次方幂. 

1 基本概念、性质及判定定理 
定义 1[2]设 n nA P ´Î (其中 n nP ´ 表示数域 P 上全体 n n´ 的

矩阵)，如果存在正整数 m ，使得 1 0mA - ¹ ，而 0mA = ，则称

矩阵 A 是幂零指数为 m 的幂零矩阵. 

在文献[4]中，韩道兰等人列举了如下 5 条幂零矩阵的优越

性质，并给出了证明，这里就不再说明. 

性质 1[4]  设 A 是幂零矩阵，则 A 不可逆，但 E A+ 及

E A- 是可逆矩阵. 

性质 2[4]设 A 是幂零矩阵， B 是与其可交换的一个矩阵，

则它们相乘所得之积仍是幂零矩阵，且与 A 的幂零指数相同. 

性质 3[4]幂零矩阵的相似矩阵还是幂零矩阵. 

性质 4[4]设 n 阶矩阵 A 为 m 次幂零矩阵， n 维列向量a 满

足等式 1 0mA a- ¹ ，则向量组 2 1, , mA A Aa a a a-L 线性无关. 

性质 5[4]设 A 为 n 阶幂零矩阵，则 kA ， TA 也是幂零矩阵. 

运用上述所给的性质，在解题过程中会带来一定的简便性.

但实际运算中，已知矩阵的阶数较大或者并不能直观看出其为

幂零矩阵，这会让学生们无从下手.因此需要对已知矩阵加以判

断，判断其是否为幂零矩阵，给出以下两个判断矩阵为幂零矩

阵的充分必要条件. 

定理 1 数域 P 上的 n 阶矩阵 A 为幂零矩阵当且仅当 A 的

特征多项式为 nl . 

推论 1 数域 P 上的 n 阶矩阵 A 为幂零矩阵当且仅当 A 的

特征值为 0. 

注 1  前面我们给出了幂零矩阵的数乘、转置还是幂零矩

阵，那幂零矩阵的和、乘积还会是幂零矩阵吗？事实上，由推

论 1，容易验证 A B+ 、AB 的特征值都不全为 0.所以幂零矩阵

的和、乘积一般不再是幂零矩阵. 

定理 2 数域 P 上的 n 阶矩阵 A 为幂零矩阵当且仅当 A 与

严格上(下)三角矩阵 B 相似. 

在此基础上，由哈密顿-凯莱定理[7]，得到如下两个推论： 

推论 2 数域 P 上的 n 阶幂零矩阵 A ，它的最小多项式为

ml ，其中 m 为幂零指数. 

推论 3 数域 P 上的所有指数为 1n - 的 n 阶幂零矩阵彼此

相似. 

上述定理和推论的证明比较简单，这里就不给出证明过程，

感兴趣的同学可以尝试证明. 

2 矩阵的幂零分解 
上述性质体现了幂零矩阵的优越性，但是在实际运算中，

题目所给的矩阵并不一定是幂零矩阵，要想利用幂零矩阵的良

好性质，我们就要把已知矩阵分解成幂零矩阵才可以，以下给

出将一般矩阵分解成幂零矩阵的方法. 

定理 3[5]设 A 为 n 阶矩阵，则存在矩阵 B 和 C ，使得

A B C= + ，且 BC CB= ，其中 B 相似于对角矩阵，C 为幂零

矩阵. 

证明  因为任意的矩阵都会与一个若尔当矩阵相似，所以

存在可逆矩阵T ，使得 
1A T JT-= ， 

其中
1

2
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J

J
J

J

æ ö
ç ÷
ç ÷= ç ÷
ç ÷ç ÷
è ø

O
且 ( 1,2 )iJ i s= L 是主对角线元素

为 il 的上三角若尔当块. 

设 
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， 1,2i s= L . 

由于 iC 是主对角线元素都为 0 的三角矩阵，则存在正整数

k ，使得 ( ) 0
k

iC = ， 1,2i s= L ，即 iC 为幂零矩阵. 
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容 易 验 证 B 相 似 于 对 角 阵 且 C 是 幂 零 矩 阵 . 且 有

A B C= + ，同时 

1 1
1

s s

C

BC CB T T

C

l

l

-

æ ö
ç ÷= = ç ÷
ç ÷
è ø

O . 

例 1  设
3 1 1

2 2 1

2 2 0

A

-æ ö
ç ÷= -ç ÷
ç ÷
è ø

，求矩阵 B 和 C ，使得 A B C= + ，

且 BC CB= ，其中 B 为对角矩阵， C 为幂零矩阵. 

解   由 题 意 得 A 的 特 征 多 项 式 为
2( ) ( 1)( 2)f A E Al l l= - = - - ， 即 A 的 特 征 值 为 1 1l = ，

2 3 2l l= = ， 且 对 应 的 特 征 向 量 分 别 为 ( )1 1 0 2
Ta = ，
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( )2 0 0 1
Ta = - ， ( )3 1 1 2

Ta = . 

设 ( )1 2 3

1 0 1

, , 0 0 1

2 1 2

P a a a
æ ö
ç ÷= = ç ÷
ç ÷-è ø

，可得 1

1 1 0

2 0 1

0 1 0

P-

-æ ö
ç ÷= -ç ÷
ç ÷
è ø

，则 

1

1 1 0

2 2 0 .

1 2 2 1 0

P AP-

æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷= = +ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷
è ø è ø è ø

 

即

 
1 1

1 0 1 1 0 2 0 1

2 0 0 2 0 2 0 1 .

2 1 0 2 2 2 4 0 2

A P P P P B C- -

-æ ö æ ö æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷= + = + - = +ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷- -è ø è ø è ø è ø

 

容易证明 BC CB= 且 

1

1

2

2

P BP-

æ ö
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

、 2 0C = ， 

即 B 是可对角化矩阵， C 是幂零矩阵. 

3 幂零矩阵的应用 
3.1  对矩阵求逆的应用 

对于矩阵的求逆方法，教材已经介绍了两种方法——定义

法和初等变换法，这两种方法对于阶数较小的矩阵比较适用.

当矩阵阶数较高或者矩阵的行列式不等于 1 时，此时求伴随矩

阵以及使用初等变换法求逆矩阵可能出现分数，会使得计算过

程会更加繁琐.通过上文，我们可以借助幂零矩阵的特性给出另

外一种求逆矩阵的方法. 

(1)某些矩阵可分解成幂零矩阵与单位矩阵之和的形式，再

结合二项式展开定理，将原矩阵的逆矩阵转化为单位矩阵与幂

零矩阵的乘幂的形式，则可求出逆矩阵. 

例 2  设
4 6 15

1 3 5

1 2 4

A

-æ ö
ç ÷= -ç ÷
ç ÷-è ø

，求 1A- . 

解  设
3 6 15

1 2 5

1 2 5

B

-æ ö
ç ÷= -ç ÷
ç ÷-è ø

，则有 2 0B = ， .A E B= + 根据二项

式定理有 

1 1

2 6 15

( ) 1 1 5 .

1 2 5

A E B E B- -

- -æ ö
ç ÷= + = - = - -ç ÷
ç ÷- - -è ø

 

(2)主对角线元素全部相同的三角矩阵的逆矩阵的求法. 

分析：对于主对角元素全部相同的三角矩阵，可以把它表

示成数量矩阵与幂零矩阵之和的形式，然后根据二项式定理，

对其进行求逆. 

例 3  设
0 0 0

0 0 0

1 0 0

1 0 0

a

a

A

a

a

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

L
L

M M O M M
L
L

，其中 0a ¹ ，求 1A- . 

解  令 A aE B= + ，其中 
0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

B

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷è ø

L
L

M M O M M
L
L

且 2 0B = . 

根据性质得 

1 1
2

2

2

1
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1
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1 1
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1 1
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a

a
A aE B E B
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ç ÷
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ç ÷
ç ÷-
ç ÷
ç ÷
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L

L
M M O M M

L

L

. 

3.2  求特殊矩阵的高次方幂 

在矩阵的方幂运算中，对于阶数较大、次幂较高的矩阵相

乘，如果一个一个的乘，这显然是不现实也不可能的.如果通过

上面介绍的幂零矩阵的性质联合二项式定理就可以很简便的运

算出来.但是并不是所有的矩阵的高次方幂都能够利用幂零矩

阵，首先对矩阵是有特殊要求的，要求已知矩阵能够分解成幂

零矩阵与其他矩阵的形式，这样在求高次方幂的时候就能够利

用幂零矩阵的性质，当原矩阵乘幂比分解出的幂零矩阵的幂零

指数大时，大于幂零指数的乘幂部分都为 0，这在一定程度上

减低了运算难度. 

例 4  设
1 0 0

0 1 0

0 0 0 1

0 0 0

A

l
l

l

æ ö
ç ÷
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
ç ÷
è ø

L
L

M M M L M
L
L

，求 kA . 

解  将矩阵分解为 
0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

A E H

l
l

l

l

æ ö æ ö
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷= + = +
ç ÷ ç ÷
ç ÷ ç ÷
è ø è ø

L L
L L

M M O M M M O M
L L

， 

其 中

0 1 0

0 0 0

0 0 0

H

æ ö
ç ÷
ç ÷= ç ÷
ç ÷
è ø

L
L

M M O M
L

. 容 易 验 证 1

0 0 1

0 0 0

0 0 0

nH -

æ ö
ç ÷
ç ÷=
ç ÷
ç ÷
è ø

L
L

M O M M
L

且

1n nH H O+= = =LL ，即 H 是幂零矩阵. 

又因为单位矩阵与任意矩阵都可以交换，所以 El 与 H 可

交换，根据二项式定理展开 
( )
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( ) ( )
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-
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ç ÷
ç ÷
ç ÷
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ç ÷
ç ÷
ç ÷
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L

 

4 小结 
幂零矩阵的应用在矩阵论中具有很大的作用，而本文是对

幂零矩阵的性质的总结，得到了对幂零矩阵在求逆矩阵方面的

简单运用，为学生们提供更好的求解思路，掌握解题技巧. 
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