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线性代数中特征值与特征向量的深度剖析及其应

用拓展 
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(太原理工大学数学学院  山西太原  030600) 

摘要：线性代数中的特征值与特征向量是线性变换本质特征的基本概念，本文力求对线性代数中的特征值与特征向量进行全面
而深入的剖析，从基础的定义入手，阐述其特征，并深入分析不同计算方法的原理与优劣。进而从几何直观、特征子空间和与线性
变换密切联系等多种维度进行挖掘。与此同时，广泛地涉及物理学，计算机图形学，数据分析，经济学等多个领域的研究，全面地
表明了特征值与特征向量在线性代数体系中所占有的不可或缺的关键地位以及在现实生活中的巨大价值与广泛的影响力。 
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一、引言 
线性代数是数学中的重要基础学科，是现代科学和工程技

术这个宏伟的大厦的支撑基石。其中，特征值与特征向量是复
杂精妙的数学体系中一颗颗晶莹剔透的明珠。它们不仅是理论
研究中的重要组成部分，而且还是解决各种实际问题的有力武
器。当我们能够深刻理解特征值与特征向量时，就等于拿着钥
匙，打开线性变换的大门，能够更加精确地理解它，从而为攻
克复杂数学难题和应对现实世界中的实际问题奠定基础，为更
大的知识世界开辟道路。 

二、特征值与特征向量的定义与基本性质 
（一）定义 
设是 n 阶方阵，数学的抽象世界里，如果能够找到一个数

λ和一个非零的 n 维向量 x，使得 Ax=λx 这样简洁而又富有内
涵的等式成立，那么我们就赋予λ一个特殊的身份——矩阵 A
的特征值，而这时的 x 就称为矩阵 A 对应于特征值λ的特征向
量。这个定义看似简单，却饱含了线性代数世界中丰富的变换
规律和深刻的数学思想，为后来的关于矩阵性质与行为的研究
奠定了核心的概念基础。 

（二）基本性质 
特征向量的非零性是由特征向量的定义所定义的，这并不

是一个任意的规定，有其深刻的数学逻辑基础。如果我们允许
零向量作为特征向量，则整个特征值与特征向量的理论体系就
会陷入混乱的境地。因为对于任意的矩阵，任何数都可以是该
矩阵相对于零向量的所谓“特征值”，这样将使严谨的、具有明
确物理和数学意义的特征值与特征向量概念变得毫无意义和价
值可言，像在一片混沌中失去了方向的指引，不能再准确的描
述矩阵所代表的线性变换的本质特征。对于 n 阶方阵 A，其特
征方程|λI-A|=0 是一个 n 次多项式方程。从代数基本定理出发，
知道在复数域这样的一个广阔数学空间内，该方程必然有 n 个
根（注意：重根按它的重数计算。)这就意味着，矩阵 A 在复数
域的范畴内，稳稳地占有 n 个特征值。这些特征值犹如矩阵的
“指纹”，它们各反映了矩阵在不同维度和方向上的变换特性，
为我们进一步分析矩阵的结构和行为提供了重要的线索和依
据。 

三、特征值与特征向量的计算方法 
（一）特征方程法 
特征方程|λI-A|=0 可求解为特征值λ，这也是获得特征值

λ的一种经典途径。这一过程类似于在数学的迷宫中发现宝藏，
我们需要运用行列式的计算规则，将其展开化简为关于λ的 n
次多项式方程，然后运用如因式分解、求根公式等各种代数技
巧，挖掘出这个方程的根，即我们所要寻求的特征值。但是对
于高阶矩阵，这个过程就像攀登一座陡峭的山峰一样十分困难。
因为特征方程的次数随着矩阵阶数的增大而增多，多项式的系
数越来越复杂，因式分解等难度的递增呈指数式增加，需要我
们熟练掌握各种高级的代数技巧、方法，并具备敏锐的数学洞
察力和耐心，才能在这繁杂的计算中找到正确的方向，正确地
求出特征值。得到特征值后，将每个特征值代入奇次线性方程
组（λI-A）x=0，此时，我们又进入了一个新的求解领域。这

个方程组的求解也需要我们运用线性代数中的各种方法，如高
斯消元法、基础解系的求解方法等，经过一系列严谨的计算步
骤，最后确定出相应的特征向量。整个过程就像一场精心策划
的数学冒险，每一步都充满了挑战和惊喜，需要有我们扎实的
数学基础和严谨的逻辑思维作支撑。 

（二）相似变换法 
其中利用矩阵的相似变换来求解特征值与特征向量是很有

技巧的方法。其根本思想是寻找一个可逆矩阵 P，通过 P-1AP=
λ这样一个变换，把一个原复杂矩阵 A 变换为一个相似对角矩
阵λ。其中的对角元素就是我们所需要的矩阵 A 的特征值。而
此时的特征值则与矩阵 P 的列向量一一对应，组成了我们所需
要的特征向量。这种方法在某些特殊情况下，可以像一把神奇
的钥匙，快速地把计算的捷径打开，使原来烦琐的计算过程大
大简化。但要寻找相似变换矩阵 P 不是件容易的事，这通常需
要我们对矩阵作一些精心的初等变换操作，就像一个精巧的工
匠一样，对矩阵进行雕琢。在这过程中，我们需要掌握各种初
等变换的规律和方法，灵活运用它们来调整矩阵的结构，使得
矩阵逐步向我们想要的矩阵靠近，最终实现矩阵转为相似对角
矩阵的目标，进而可以顺利地获得特征值与特征向量。 

四、特征值与特征向量的深度剖析 
（一）几何意义 
从直观的几何角度审视矩阵 A，对其特征向量 x 所起的作

用如同一场空间魔术。当 A 作用于 x 时，它如同在一个多维的
空间里，对 x 进行了一种特殊的拉伸（或压缩）变换，而这个
拉伸（或压缩）的比例因子就是特征值α。也就是说，特征向
量在这场矩阵变换中，扮演着特殊的角色，它是那些在矩阵Φ
（A）变换中，方向不变（或只是反向）的向量，是狂风暴雨
中坚守方向的灯塔。而特征值则如同一精密的度量，忠实地反
映了这个变换的程度与大小，使我们能够较为直观地感知矩阵
在给定方向上的作用强度和作用效果。这一几何解释为我们理
解特征值与特征向量在抽象的数学空间中的实际意义和作用机
制提供了一种直观而形象的方法，使我们能够从看似冷冰冰的
数字，公式中看到背后生动的几何画面与变换规律。 

（二）特征子空间 
在深入研究线性代数中的矩阵 A 时，我们发现对于它的每

一个特征值λ，都对应着一个独一无二的向量空间。不妨以一

个简单的 2×2 矩阵 为例， 通过求解其 特征方程

（k 为任意非零常数），再加上零向量，就构成了矩阵 A 关于特
征值 2 的特征子空间。从几何意义上讲，特征子空间的维数就

是特征值的几何重数。在此例中，线性无关的特征向量仅有 ，

所以几何重数为 1，它反映了特征值 2 在几何层面上所对应的
“方向丰富度”，即只有一个独立的方向在矩阵变换下保持特殊
性质。从代数角度看，特征方程根的重数就是代数重数，这里
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特征值 2 是二重根，所以代数重数为 2，意味着从代数计算角
度，这个特征值出现的频次较高，对矩阵的整体性质有着重要
影响。几何重数与代数重数有着密切而微妙的关系。若二者相
等，矩阵往往具有某些特殊的，好的性质，如对角化等;若不相
等，则表示矩阵的结构较为复杂。这种关系的深入挖掘就像经
验丰富的侦探依据蛛丝马迹破解谜题一样，可以帮助我们从这
些看似不起眼的线索中，去洞察矩阵深层次的奥秘，并准确地
把握其内在结构与特性，为后面诸如矩阵相似变换、线性方程
组求解等数学分析及应用提供坚实有力的支撑。 

（三）与线性变换的联系 
在线性代数世界，特征值与特征向量以及线性变换相互依

赖，彼此阐释，就像两棵共生共荣的连理枝一样，在任何领域

都具有可比性。以矩阵 表示的线性变换为例，即在二维

平面上的线性变换。对于平面上任向量 ，通过矩阵 B 变

换后，得到 。此时我们看到， 向量都是在这个变

换过程中表现得特别的。这里，B 和 e2 分别为矩阵 B 的特征向
量，3 和 1 分别为对应的特征值。从这个实例可以看出，矩阵 B
所代表的线性变换中的特征向量，就像一个被加了特殊标签的
向量，只是做了单纯的伸缩变换，方向没有改变。特征值则准
确地量化了这种伸缩程度，表示在 方向拉伸了 3 倍，表示

在 方向不变。深入认识特征值与特征向量，可以为我们提供
窥见线性变换本质的慧眼。如不变子空间概念，在上述变换中，
一个由 张成的一维子空间就是一个不变子空间，因为该子
空间内的任意向量在经变换后仍处在这个子空间内，并且只是
沿自身方向伸缩，其在矩阵变换中比较稳定，而特征向量 e1 就
是这个不变子空间的重要基石。再者，关于可对角化性质。如
果一个矩阵有足够多的线性无关特征向量，(如上式中矩阵 B)，
可以经过适当的变换变换为对角矩阵。矩阵对角化后对于理解
和处理线性变换的优势可见一斑。再例如求矩阵的高次幂，如
果是对角矩阵，只需对对角线上元素分别求高次幂即可，大大
简化计算过程。 

五、特征值与特征向量的应用扩展 
（一）在物理学中的应用 
在量子力学里，特征值与特征向量对描述微观粒子至关重

要。拿氢原子来说，求解其薛定谔方程，核心在于求出哈密顿
算符的特征值和特征向量。特征向量ψ作为波函数，能依据一
些数学规则，展现电子在原子核周围出现概率，勾勒出能量本
征态。 在宏观领域，像弹簧振子振动系统，质量 m 的物体连
着劲度系数 k 的弹簧，其运动方程可写成矩阵形式求解特征值。
比如，构建矩阵方程，通过简单的行列式运算得到特征值λ1、

λ2，进而算出固有频率 （i = 1，2），这就是

系统振动的“节奏”，决定无干扰时的振动频率。把特征值代入

相应方程求出特征向量，若特征向量 ，那 a 与 b 的比

值就反映物体和弹簧连接点的位移关系，呈现出振动模式，助
力理解优化振动系统。 刚体转动方面，以绕固定轴转动的均匀

圆盘为例，有转动惯量矩阵 I，求解 =0，得到的特

征值决定圆盘无外力矩下绕主轴转动特性，特征向量指明主轴
方向，彰显其在揭示物理现象背后数学关系的作用。 

（二）在计算机图形学中的应用 
特征值与特征向量在计算机图形学这一充满创意和技术挑

战的领域有着强大的应用潜力。图变换过程中，特征值与特征
向量，在图像的缩放，旋转，投影等过程中都能大显身手。例
如，当我们对表示图形的矩阵进行特征值分解时，就像打开了
一扇通向图形内在结构的秘密门。通过这一分解过程，可以获
得图形的主要方向和比例信息，它犹如图形的“基因密码”暗
含着图形的关键特征和形态趋向。利用这些信息，我们就可以
像一名熟练的艺术家，对图形进行高效，精确的变换与处理，
从而产生各种奇妙的视觉效果。对于三维模型的构建和渲染这
个复杂的任务，特征值与特征向量更是成为优化算法的得力助

手。它们有助于我们更加合理地组织和处理图形数据，减少不
必要的计算量，提高图形处理的速度和质量，帮助我们在一个
虚拟的数字世界中创造出更加逼真、精美和流畅的视觉体验，
创建一个梦幻般的数字王国。 

（三）在数据分析与机器学习中的应用。 
PCA 是数据分析，降维领域的一颗明星技术，其核心原理

正是基于数据矩阵的协方差矩阵的特征值和特征向量。在数据
爆炸的今天，数据的规模和维度呈指数级增长，如何从海量的
数据中获取有价值的信息，降低数据的处理难度是关键。PCA
技术相当于一位智慧的筛选者，通过计算协方差矩阵的特征值
和特征向量，可以准确地识别出数据中的主要特征和变化趋势。
它将高维数据投影到由主要特征相量所构成的低维子空间中，
在此过程中，既保留了数据主要信息，又有效降低了数据维度，
犹如数据“瘦身”行动。这样，不但大大减少了数据的存储空
间，降低了存储成本，而且大大减少了后续计算的复杂度，提
高了计算效率，使我们能够在有限的时间和资源条件下，高效
地处理和分析大规模的数据。在机器学习的诸多算法中，如特
征提取，图像识别，文本分类等热门算法中，PCA 及相关技术
都得到了广泛应用和推广。它们为数据的预处理和特征工程提
供了坚实的技术支撑，帮助机器学习模型更好地理解和处理数
据，提高模型的性能和准确性，如同为机器学习的大厦添砖加
瓦，推动着人工智能技术不断向前发展，为解决各种复杂的实
际问题提供了强有力的工具和方法。 

（四）在经济学中的应用 
特征值与特征向量在经济模型这个复杂多变的领域同样起

着独特的作用，为分析经济系统的稳定性与动态行为提供了重
要的视角和方法。例如投入产出模型中的系数矩阵，其内含着
经济系统各产业部门之间的生产关系和相互依存程度。通过分
析这个系数矩阵的特征值和特征向量，我们就像一位洞察经济
脉络的智者，可以清楚地确定经济系统的生产结构和增长趋势。
特征值的大小及正负可以反映经济系统的扩张或收缩倾向，不
同产业部门在经济增长中的相对重要性与影响力。而特征向量
可以揭示产业部门之间的协同发展模式和资源配置方向，为优
化产业结构，制定合理的经济发展政策提供科学的依据和决策
支持。同时，通过对特征值和特征向量的动态监测和分析，我
们还可以预测经济系统的发展方向和稳定性变化，提前洞察经
济危机的潜在风险，为宏观经济的平稳运行保驾护航，犹如在
经济的海洋中为航船指明正确的方向，保证经济的航船能够在
复杂多变的市场环境中稳健前行。 

六、结论 
特征值与特征向量是线性代数中的重要概念，具有深刻的

理论内涵和广泛的应用价值。通过对它们的定义、性质、计算
方法以及在不同的领域应用的探讨，表明它们在线性代数体系
中的重要地位以及在解决实际问题中的强大作用。随着科学技
术的进一步发展，特征值与特征向量的应用领域将会不断地得
到扩展和深化，因此，对这一概念的理解和掌握对数学学习及
实际应用都具有至关重要的意义。在未来的研究和实践中，应
该进一步挖掘特征值与特征向量的潜在价值，不断探索其新的
应用场景和方法，为各领域的发展作出更大的贡献。 
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