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摘　要：双元变换在高次有理分式积分计算中的应用是在微积分和复分析领域中的一个重要研究方向。这类问题涉及到复

杂的积分技巧和变换方法，尤其是当有理分式的次数较高时，其求解过程变得尤为复杂。本文首先总结了双元变换的常用

方法和技巧以及双元变换在高次有理分式积分中的应用步骤。针对几类高次有理分式积分，利用双元变换的方法，结合组

合计算方法和高次有理分式化成部分有理真分式的理论，给出了几类高次有理分式积分问题的计算方法 . 并利用所得到的

结论，计算了几类积分问题。 
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1. 引言

有理分式积分是微积分中的一个经典问题，它涉及到

对具有有理函数形式的被积函数进行积分。当有理函数的次

数较高时，传统的积分方法可能不再适用 , 因此 , 需要借助

更复杂的技巧和方法 [1-3]。双元变换是一种重要的积分方

法，它通过将原变量替换为新的变量组合，从而简化积分过

程。在有理分式积分中，双元变换可以有效地降低被积函数

的次数 , 使问题变得更容易解决 [1]。 

双元变换在有理分式积分中的应用是国内学者的一个

重点研究方向。例如 , 朱锦涵 , 彭丽 [4] 等将双元变换应用于

高次有理分式反常积分中 , 并得到了一些结果。随着研究的

深入，国内学者也开始尝试将双元变换应用于其他学科领

域，如物理学、工程学等。这种跨学科的合作与应用不仅拓

展了双元变换的应用范围，也促进了不同学科之间的交流与

融合 [2]。本文主要研究双元变换在高次有理分式积分问题的

计算及应用。

2. 双元变换在高次有理分式积分计算中应用
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柯西分布也称为柯西 - 洛伦兹分布 [5]，是描述共振行为

的连续分布，它还描述了以随机角度倾斜的线段切割轴的水

平距离X 的分布。标准的柯西分布的概率密度函数为：
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根据连续型随机变量函数的理论，计算可得随机变量

Y X= 的概率密度函数为
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若要对服从柯西分布的总体进行参数估计，最重要的

点估计就是计算其各阶原点矩，而随机变量Y 的k 阶原点

矩为
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如果 1,k =  则
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k 在其他情形下的原点矩，可以通过变换将 (3.1) 式化简为

如下两类积分问题的计算 [3]。
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针对类型一所考虑的积分问题，本文利用组合计算方

法来进行处理。
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为了计算 1 2 1 2,I II I+ − ，提出双元变换。

定理 3.1 作双元变换 :T  
1 1
,x x

x
s t

x
= + = − ，则变换T 有如下性质：
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证明：(1) 对双元变换T 的两边分别求微分，即可得

2 2d d d d d d, .s x x x t x x x− −= − = +

(2) 由双元变换T 的定义，可得
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对 (3.4) 式两边求微分，可得

d d .s s t t=
(3) 由双元变换T 的定义，立即可得
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从而得到
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由定理 1，不难计算 (3.2) 和 (3.3) 得
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由方程 (3.5),(3.6) 即可解得
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将类型一的两类积分进行推广，进而考虑如下的两类积分。
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依类型一，联合双元变换T ，作组合计算法。利用因式分解可得

6 2 4 21 1 1( )( ),x x xx + = + − +                             (3.9)

从而
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其中第三个等式使用了分解式 (3.9)。另一方面，由定理 1 双元变换T 可得
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由 (3.10)，(3.11) 两式可解得
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此类型的积分问题，基本思路依然是考虑将其分解成部分分式之和。考虑到分母的因式分解与n 的属性有关，因此可

以分奇偶性来进行分析 [4]。

首先考虑偶幂的情形，令

2 1 0,nx + =                                           (3.12)

则可得其 2n 个复根
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容易验证，方程 (12) 的复根 kx 具有以下性质。
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利用有理分式的分解原理，设
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其中 1 2 2( , , ..., )kA k n= 是部分分式的待定系数，则可得
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从而由 (3.15) 式可解得待定系数 ,iA  其值为
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其中C 为任意常数。

其次，考虑奇次幂的情形 :
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类似偶次幂情形可得
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事实上，积分 1 1,I J 分别是公式 (3.16) 中 4n = 和 6n = 的特殊情形。

2.3. 应用

利用计算出来的积分公式结合无穷积分的 Newton-Leibnitz 公式，可以进行广泛的应用。 

问题 1 若随机变量 0~ ( , )CX +∞ ，即X 服从 0[ , )+∞ 上的柯西分布，连续型随机变量 ,Y X=  试计算Y 的

一阶原点矩。

显然，由公式 (1) 可知，Y 的一阶原点矩为
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从而 (3.18) 式恰是公式 (3.16) 式中n 为偶数的情形。因此，由公式 (3.16) 结合 Newton- Leibnitz 公式可得
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另外一方面，由于
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综合即得 (3.17) 式成立。

结束语：本文利用双元变换的方法，针对
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两类积分的求解问题，总

结出了有效的变换技巧和求解策略。这些策略和技巧为解决实际问题提供了有力的理论支持。 

尽管双元变换方法在高次有理分式积分问题中取得了一定的成果，但仍存在一些问题和挑战。首先，双元变换方法的

适用范围有待进一步扩大。目前，该方法在处理某些特定形式的高次有理分式时效果较好，但对于更一般的形式，其应用

效果仍需进一步验证。其次，双元变换方法的计算复杂度较高，需要进一步优化算法以提高计算效率。最后，如何将双元
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变换方法与其他数学方法相结合，以更好地解决高次有理分

式积分问题，也是未来研究的重要方向 [5]。
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