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直纹面上直母线的若干性质研究

罗海华　王泽霆

华南师范大学数学科学学院　广东广州　510631

摘　要：本文研究了单叶双曲面和双曲抛物面上直母线的几个重要性质，并提供了严谨的实证证明。在单叶双曲面上，不

同族的直母线必然共面，而相同族的直母线则一定不在同一平面上。此外，同一族内的任意三条直母线也不会与同一个平

面平行。本研究不仅对这些已知性质进行了系统的证明，而且还探讨了单叶双曲面上直母线两种不同定义的等价性，通过

逻辑推理和数学建模双重证明，验证了这两种定义在几何和数学上的一致性。                             

关键词：直纹面单叶双曲面 ; 双曲抛物面 ; 直母线

1 引言

在三维空间中 , 由一族符合满足一定条件的直线组成的

曲面叫做直纹面 , 如单叶双曲面与双曲抛物面 , 它们是空间

解析几何研究的一类重要对象 . 在这些曲面上的直母线具有

丰富的几何性质 [1].

给定一个单叶双曲面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ − = , 我们知道它

有两族不同的直母线 , 其方程分别为
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对于这两族直母线 , 我们已知其具有如下性质 :

定理 1.1[1,2,3] 单叶双曲面的直母线具有如下性质 :

(1) 异族的两直母线必共面 ;

(2) 同族的两直母线必异面 ;

(3) 同族的任意三条直母线 ; 不平行于同一个平面的性质 .

给定一个双曲抛物面
2 2

2 2 2x y z
a b

− = , 在其上也有两

族不同的直母线 , 其方程分别为
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                        (1.3)

与
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 − = µ  


 µ + =   

                    (1.4)

对于这两族直母线 , 我们已知其具有如下性质：

定理 1.2[1,2,3] 双曲抛物面上的直母线具有如下性质 : 

(1) 异族的两直母线必相交 ;

(2) 同族的两条直母线必异面 .

通过翻阅参考文献 , 我们发现定理 1.1 与定理 1.2 均只

有内容陈述而未给出证明 . 鉴于此 , 本文将给出定理 1.1 与

定理 1.2 的证明过程 .

另外 , 对于单叶双曲面
2 2 2

2 2 2 1x y z
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+ − = , 其两族直

母线也可以定义为
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    − = −       

( )2 2 0λ +µ ≠       (1.5)
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与 
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', '

' '
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    + = −       


    − = +       

( )'2 '2 0λ +µ ≠  (1.6)

在本文 , 我们将证明单叶双曲面上直母线的这两种定义

是等价的 , 结论如下 :

定理 1.3 对于单叶双曲面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ − = , 给定曲

面上任意一点 0 0 0( , , )P x y z ,

(1) 如果直线 ,lλ µ 与 ', 'lλ µ 都经过点 P , 则 ,lλ µ 与 ', 'lλ µ

是同一条直线 ;

(2) 如果直线 ', 'lλ µ 与 ,lλ µ 都经过点 P , 则 ,lλ µ 与 ', 'lλ µ

是同一条直线 .

本文结构安排如下 : 我们在第 2 节给出定理 1.1 与定理

1.2 的证明 , 在第 3 节给出定理 1.3 的证明 . 在第 4 节 , 我们

将给出单叶双曲面上直母线的其它一个性质 , 即单叶双曲面

的任意一条直母线在 xOy 平面上的射影必和腰椭圆相切 [2]. 

2 定理 1.1 与定理 1.2 的证明

我们首先给出一个判断两条直线是否共面的引理 .

引理 2.1[1,2,3]：直线
1 1 1 1
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l
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+ + + =

 + + + =
：
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=

往下给出定理 1.1 的证明 .

定理 1.1(1) 的证明 : 单叶双曲面的直母线方程 (1.1) 与

(1.2) 可化简为

0
0

bcx acy abz abc
bcx acy abz abc
λ −µ + λ +µ =
µ + λ −µ + λ =

与

' ' ' '

' ' ' '

0
0

bcx acy abz abc
bcx acy abz abc

λ +µ + λ +µ =

µ −λ −µ + λ =

.

我们有行列式

3 3
' ' ' ' ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' ' ' ' ' '

0 0
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( ) ( )
0 0

0 0

bc ac ab abc
bc ac ab abc

abc abc
bc ac ab abc
bc ac ab abc

λ −µ λ µ λ µ λ µ λ µ
µ λ −µ λ µ λ µ λ µ λ

= =
λ µ λ µ λ µ λ µ µ λ
µ −λ −µ λ µ λ µ λ µ λ

3 ' ' ' 3 ' ' ' '

' ' '

0 0
0 0 0 ) ( ) 0.

0 0 0
abc abc

µ λ µ λ
= ( ) (λ µ +µ µ λ = ( ) λ λµµ −λ λµµ =

µ λ µ

则由引理 2.1 可知直线 lλ,µ 与 ' 'l
λ ,µ 共面 .

定理 1.1(2) 的证明 : 只需证明其中一种情况 , 另一种情

况类似 . 设有同族的两条直母线
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1 1

1 1
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与
2 2

2 2

2 2

1
:

1

x z y
a c b

l
x z y
a c b

λ µ

µ λ
λ ,µ

    + = +       


    − = −       

.

则相应参数满足 1 2 2 1 0λ µ −λ µ ≠ . 上述两条直线方

程即为

1 1

1 1 1 1
,

1 1 1 1

0
:

0
bcx acy abz abc

l
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λ −µ + λ +µ =
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 与
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,
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:
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λ −µ + λ +µ =
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.

从而可得行列式

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 13

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
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则由引理 2.1 可知
1 1

lλ ,µ 与
2 2

lλ ,µ 异面 . 

定理 1.1(3) 的证明 :  只需证明其中一种情况 , 另一种情

况类似 . 设有同族的三条直母线
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    + = +       
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, 
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 与 
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3 3

3 3
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1

x z y
a c b

l
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λ µ
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λ ,µ

    + = +       

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,

其参数满足
31 2

1 2 3

λλ λ
≠ ≠

µ µ µ
. 三条直线各自的方向向

量分别为

{ }2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1v = µ −λ ,λ µ ,µ + λ


, { }2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2v = µ −λ ,λ µ ,µ + λ


, { }2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3v = µ −λ ,λ µ ,µ + λ


.

则我们有判别式

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

µ −λ λ µ µ + λ µ λ µ λ
∆ = µ −λ λ µ µ + λ = µ λ µ λ

µ −λ λ µ µ + λ µ λ µ λ

( )( )( )2 3 3 2 1 2 2 1 1 3 3 1 0= µ λ −µ λ µ λ −µ λ µ λ −µ λ ≠ .

由此可知 1 2 3, ,v v v
  

异面 , 从而
1 1

lλ ,µ , 
2 2

lλ ,µ 与
3 3

lλ ,µ 不

平行于同一个平面 .

以下给出定理 1.2 的证明 .

定理 1.2 的证明 : 对于双曲抛物面
2 2

2 2 2x y z
a b

− = , 其

直母线方程 (1.3) 与 (1.4) 可化为

lλ
2 0

0
ab

bx ay
b

abz
x ay λ

λ λ
+ − =

 − − =
与 lµ

0
2 0
abz

bx
b

ay ab
x ayµ µ

µ
=

 − − =
+ −


.

(1) lλ 与 lµ 的 方 向 向 量 分 别 为

{ }2 2
1 , ,v ab a b ab= − λ


- 2 与 { }2 2
2 , ,v ab a b abµ= − −


- 2 .

由于

( )3 3

0 2
0

2 0
0

0 2

b a ab
b a ab

a b
b a ab
b a ab

λ
λ λ

λµ λµ
µ µ

µ

−
− −

= − + =
−

− −

, 故由引理

2.1 可知直母线 lλ 和 lµ 共面 . 又因为 1v


与 2v


不共线 , 所以

lλ 与 lµ 不相互平行 . 由此可知 lλ 与 lµ 必相交 .

(2) 只需证明其中一种情况 , 另一种情况类似 . 设有给定

的同族两条直母线
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2 0
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b
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和 'lλ

'
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

.

由于

( ) ( )3 3 ' ' 3 3 '
'
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0
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0
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λ
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λ λ λ λ λ λ
λ

λ λ

−
− −

= − − −
−
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( )23 3 '2 0a b λ λ= − − ≠ ,

故由引理 2.1 可知 lλ 和 'lλ 直母线不共面 .

3. 定理 1.3 的证明

对于定理 1.3, 我们可以从实例出发 .

例 如 给 定 单 叶 双 曲 面 2 2 2 1x y z+ − = , 其 上 的 点

P ( )1,0,0

可 得
( ) ( )
( ) ( )

1
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1
x z y

l
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λ µ
µ λλ,µ

+ = +
 − = −
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( ) ( )
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:
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µ λλ µ

+ = −
 − = +

( )'2 '2 0λ +µ ≠ ,

则 : 1:1λ µ = , ' ': 1:1λ µ = ,

于 是 l
λ,µ

与 ' ',
l
λ µ 的 方 位 向 量 分 别 为 {0,1,1} 和

{0,1, 1}− .

同时也有
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l
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则 : 1: 0λ µ = , ' ': 0 :1λ µ = ,

于 是 ,lλ µ 与 ', 'lλ µ 的 方 位 向 量 分 别 为 {0,1, 1}− 和
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{0,1,1}.
可以发现 , l

λ,µ
与 ', 'lλ µ 在经过同一点 P 时表示的为同一

条直线 . 

' ',
l
λ µ 与 ,lλ µ 在经过同一点 P 时表示的为同一条直线 .

根据该实例 , 以下给出定理 1.3 的证明 .

定理 1.3(1) 的证明 : 直线 ,lλ µ 与直线 ', 'lλ µ 的方向向量分

别为

2 2 2 2
1 { ( ), 2 , ( )}v a b cλ µ λµ λ µ= − − +


与

' ' '2 '2 '2 '2
2 {2 , ( ), ( )}.v a b cλ µ µ λ λ µ= − +
   

由于 ,lλ µ 与 ', 'lλ µ 经过同一点 0 0 0( , , )yP x z  , 故可

得

00 0: :y x
a

z
b c

λ µ    =    
  

+


1- 或 0 0 0:
a

z
bc
yx   

   
   

− 1-

与 0' 0 0': :x
a c

y z
b

λ µ    =    
  

+


1+ 或 0 0 0: .x
c a

y z
b

   −   
   

1-

不 妨 设 0y
b

λ =1- , 0 0x
a

z
c

µ += ( 0y
b

1- 与

0 0x
a c

z
+ 不同时为 0 时 ),

0x
a

λ = , µ =1 ( 0y
b

1- 与 0 0x
a c

z
+ 同时为 0 时 );

0' x
a

λ =1+ , 0' 0y z
b c

µ += ( 0x
a

1+ 与 0 0y
b c

z
+ 不

同时为 0 时 ),

0' y
b

λ = , 'µ =1 ( 0x
a

1+ 与 0 0y
b c

z
+ 同时为 0 时 ).

要证 ,lλ µ 与直线 ', 'lλ µ 为同一条直线 , 只需证明 1 2/ /v v 

,

即证
2 2 2 2

' ' '2 '2 '2 '2

2 ( ) .
2
λ µ λµ λ µ
λ µ µ λ λ µ
− − +

= =
− +

由 等 式
2 2 2 2

' ' '2 '2

( )
2
λ µ λ µ
λ µ λ µ
− − +

=
+

和

2 2

'2 '2 '2 '2

2 ( )λµ λ µ
µ λ λ µ

− +
=

− +
可得

2 2 '2 '2 ' ' 2 2

2 '2 2 '2

( )( ) 2 ( ) 0 (3.1)
(3.2) )

.
( ) (
λ µ λ µ λ µ λ µ
λ µ λ λ µ µ

 − + + + =


− = +

     
                 

 

对此进行分类讨论 .

(1) 0y
b

1- 与 0 0x
a c

z
+ 同时为 0, 0x

a
1+ 与 0 0y

b c
z

+ 不

同时为 0 时 .

则 0x
a

λ = , µ =1 , 0' x
a

λ =1+ , 0' .x
a

µ =1-

将 其 代 入 ( 3 . 1 ) 和 ( 3 . 2 ) 可 得

2 2 2 2
0 0 0 0
2 2 2 22 1 1 2 1 1 0x x x x

a a a a
     

− + + − + =     
     

,

和
2 2 2 2

0 0 0 01 1 1 1x x x x
a a a a

       − + = + −       
       

, 等式显然

成立 .

(2) 0y
b

1- 与 0 0x
a c

z
+ 不同时为 0, 0x

a
1+ 与 0 0y

b c
z

+

同时为 0 时 .

则 01 y
b

λ = − , 0y
b

µ = − −1 , ' 0y
b

λ = , ' .µ =1

将 其 代 入 ( 3 . 1 ) 和 ( 3 . 2 ) 可 得

2 2
0 0 0 0

2 24 1 2 2 2 0y y y y
b b b b
    − + + + =    

    
,

和 ( )
2 2

2 0 02 2y y
b b

   = −   
   

, 等式显然成立 .

(3) 0y
b

1- 与 0 0x
a c

z
+ 同时为 0, 0x

a
1+ 与 0 0y

b c
z

+ 同

时为 0 时 . 

显然无这种点 P, 舍去 .

(4) 0y
b

1- 与 0 0x
a c

z
+ 不同时为 0, 0x

a
1+ 与 0 0y

b c
z

+

不同时为 0 时 .

对其再进行详细分类讨论 .

(4.1) 0λ µ− = , 



教学教法研究 4卷 1期
ISSN:2810-9651

    26

由 于 0 0 01 0y x z
b a c

λ µ= − = + = ≠ , 故 由 等 式

2 2 2
0 0 0
2 2 2 1x y z

a b c
+ − = 可得

0 0 0 0 0 01 1 .y y x z x z
b b a c a c

     − + = + −     
     

即 0 0 01 y x z
b a c

+ = − 可得 ' 0 0 0 1y z x
b c a

µ = + = − , 

同时
'0 0 0 01 1 0x y z x

a b c a
λ µ µ − = − − + = − − = 

 
,

则有 '01 x
a

µ− = , 又由于 ' 0 1.x
a

µ = −

所以 ' 0µ = , 将其与 0λ µ− = 代入 (3.1) 和 (3.2) 可

得方程左右两边均为 0, 等式显然成立

(4.2) 0λ µ− ≠ , 

等式 (3.1) 可变型为

( ) ( )2 '2 '2 ' ' 2 2( ) ( ) 2 ( ) 0.λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ λ µ+ − + + − + =
则上述等式组成立等价于如等式组

'2 2 ' '

2 '2 2 '2

( )( ) ( )
.

(3.3)
() ( ) 3.4)(

λ µ λ µ µ λ µ λ µ
λ µ λ λ µ µ

 + − + −


− = +

      
             

0
 

=

成立 . 因此我们只需证明等式 (3.3) 与 (3.4) 成立 . 对此

进行分类讨论 .

(4.2.1) ' 0µ = 时 , 等式 (3.3) 显然成立 .

由 于 ' 0 0 0y z
b c

µ = + = , 0 0 01 0x y z
a b c

λ µ  − = − − + ≠ 
 

,

故由等式

2 2 2
0 0 0
2 2 2 1x y z

a b c
+ − = 可 得

0 0 0 0 0 01 1 0.x x y z y z
a a b c b c

     − + = + − =     
     

由于 0 0 01 0x y z
a b c

 − ≠ + = 
 

, 所以 ' 01 0x
a

λ = − = , 又因

为 ' 0µ = , 所以等式 (3.4) 成立 .

(4.2.2) 当 ' 0µ ≠ 时 , 等 式 (3.3) 等 价 于
' '( ) ( )λ µ µ λ µ λ+ = − − . 其 等 式 两 边 的 平 方 即

为 等 式 (3.4). 将 ' ', , ,λ µ λ µ 的 值 代 入 并 化 简 即 得

2 2 2
0 0 0
2 2 2 0x y z

a b c
− + =1- . 从而即知等式 (3.3) 与 (3.4) 均成立 .

综上所述 , 直线 ,lλ µ 与 ', 'lλ µ 过同一点时表示的为同一

条直线 .

同理可证明定理 1.3(2) 中两条直线 ', 'lλ µ 与 ,lλ µ 过同一

点时也为同一条直线 . 证毕 .

4. 其它性质

定理 4.1 单叶双曲面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ − = 上任意一条直

母线在 xOy 平面上的射影都和腰圆相切 .

证明：不妨设直母线的方程为

1
:

1

x z y
a c b

l
x z y
a c b

λ µ

µ λ

    + = −       


    − = +       

 , 

其方向向量为

{ }2 2 2 2a( b c( )v = λ −µ λµ − λ +µ


)，2， .

设 l 与 xOy 面腰椭圆的交点为 ( )0 0, ,0P x y , 则对

于直线 l 有

0

0

0 0

1 y
ab ayb

x bx
a

− −λ
= =

µ
.

从 而 l 在 xOy 面 上 的 射 影 直 线 'l 的 斜 率

2
0

2 2 2
0

2 2 .
( ) ( )

b xb bk
a a ya

−λµ
= = =

λ µλ −µ −
µ λ

往下将计算放在平面 xOy 上 , 则在平面 xOy 上单叶

双曲面的腰椭圆方程为
2 2

2 2 1x y
a b

+ = .

在平面 xOy 上直线 'l 的方程为 0 0( )y y k x x− = − . 

联立腰椭圆方程和 'l 方程得
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( )

2 2

2 2

0 0

1x y
a b

y y k x x


+ =


 − = −

             

(4.1)

(4.2)
,

将 (4.1) 代入 (4.2) 得方程

4 2 4 3 4 4
2 2 2 2 20 0 0

0 02 2 2 2 2 2
0 0 0

( ) 2( ) 0b x b x b xb x b x x b x
a y a y a y

+ − + + + = . 

由于

24 3 4 2 4 4
2 2 2 20 0 0

0 02 2 2 2 2 2
0 0 0

8 6 6 4 6 4 8 6 6 4
4 2 4 20 0 0 0 0

0 04 4 2 2 2 2 4 4 2 2
0 0 0 0 0

2 2 4

4 4 8 4 4 4 4

0

b x b x b xb x b b x
a y a y a y

b x b x b x b x b xb x b x
a y a y a y a y a y

    
∆ = + − + +    

    

= + + − − − −

= ，

所以射影直线 'l 与腰椭圆相切 , 由 0x 和 0y 的任意性可

得任意直母线的射影直线都与腰椭圆相切 [3].

另外一族直母线射影与腰椭圆的相切情况的证明是类

似的。
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