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任意轴角下准双曲面齿轮节锥参数的非迭代直接解析方法
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摘　要：【目的】为简化准双曲面齿轮传统设计中复杂的两次迭代计算过程并揭示其节锥演化规律，研究其节锥几何关系，

提出一种适用于任意轴交角的节锥参数直接计算方法。【方法】基于准双曲面齿轮的几何特性，建立包含两个未知变量的

非线性方程组，据此提出节锥参数的直接求解方法。通过四组算例，应用该方法进行解析计算，并与传统迭代法结果进行

对比。【结果】计算结果显示，直接计算方法所得节锥参数与传统迭代法结果高度吻合，验证了该方法的准确性。同时，

该方法能够简洁地揭示准双曲面齿轮节锥的演化规律。【结论】研究表明，所提出的准双曲面节锥参数直接计算方法，有

效简化了传统计算流程，具有较高的计算效率和准确性。
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引言

准双曲面齿轮是一类用于传递相错轴之间运动的齿轮，

被广泛运用到汽车与工程机械行业中。准双曲面齿轮的几何

设计包括确定节锥几何参数、大轮几何尺寸参数和小轮几何

尺寸参数。其中，确定节锥几何参数是关键。

目前，国内外对非正交准双曲面齿轮传动的研究尚在

起步阶段。1946 年，E.Wildhaber[1-2] 提出了关于准双曲面

齿轮的基本几何计算以及轮坯设计的流程，其准双曲面齿轮

节面模型一直沿用至今。在此基础上，Litvin[3] 构造了三个

方程来求解准双曲面齿轮的节锥，过这种方法，可以确定准

双曲线节锥。这种几何设计方法已广泛应用于准双曲面齿轮

设计中。吴训成根据准双曲面齿轮节锥的几何关系，建立了

节锥参数的基本方程，包括 7 个节锥参数和 4 个方程组。基

于这些方程，提出了一种新的几何设计方法。张波 [5] 提出

了一种包含两个参数的方程来计算轴交角为 90°的准双曲

面节锥参数的新方法，简化了计算过程。刘思远 [6] 推导了

基于单叶双曲面副瞬时轴线的空间节圆锥副设计参数几何

关系，提出一种针对小交错角面铣准双曲面齿轮的几何设计

方法。综上可知，目前关于非正交准双曲面齿轮依然处于探

索阶段，缺乏系统性的几何设计方法。

本文基于准双曲面空间几何节锥特性，传动比要求和

齿轮强度要求，推导了准双曲面齿轮空间几何关系，提出了

一种无需迭代，以准双曲面大小轮节锥中两条边为参数，构

建相应方程组，给出任意 8 个已知条件，即可求得 0~90°

的准双曲面齿轮的其他节锥参数。

1 准双曲面齿轮几何关系

1.1 准双曲面齿轮的节锥

准双曲面齿轮副的瞬轴面是一对回转双曲面。然而，

双曲面在实际设计与加工中较复杂，因此将双曲面近似为一

对圆锥面作为其工作界面 , 这对圆锥就是准双曲面齿轮副的

节锥。如图 1 所示， 1a ， 2a 分别是小轮和大轮的轴线，它

们之间的空间夹角就是轴交角 ∑ ，他们之间的最短距离 E
就是准双曲面齿轮副的偏置距。 1O 点称为小轮交叉点 , 2O
点称为大轮交叉点。设 P 点是节点 , 它到两轴线的距离 1r 、

2r 是小轮和大轮的节圆半径 , 过 P 点可以作唯一的一条直

线 1 2K K 与 1a 轴及 2a 轴相交 , 过 P 点作与 1 2K K 垂直的平

面T 为节平面，节平面与小轮轴线 1a 相交于 1O , 与大轮轴

线 2a 相交于 2O ，将 1PO 绕小轮轴线 1a 旋转所形成的锥面

就是小轮的节锥面，将 2PO 绕大轮轴线 2a 旋转所形成的锥

面就是大轮的节锥面， 2 1' O POε = ∠ 称为准双曲面齿轮偏

置角。 1PO 与小轮轴线 1a 之间的夹角 1δ 称为小轮节锥角。

2PO 与大轮轴线 2a 之间的夹角 2δ 称为大轮节锥角。 1PO
和 2PO 分别表示小轮节锥距和大轮节锥距。
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图 1 准双曲面齿轮的节锥

1.2 准双曲面齿轮节锥几何关系

为了更清晰明了的表达准双曲面齿轮节锥的几何关系，

将图 1 简化为图 2 的形式。

图 2 准双曲面齿轮的节锥简化图

图中，η 为小轮辅助偏置距。 ε 为大轮辅助偏置角。

1r 、 2r 、 1δ 、 2δ 、 'ε 、η 、 ε 等参数称为准双曲面齿轮

的节锥基本参数。

在这些参数之间存在以下关系 [3]
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由图 2 可推得以下几何关系
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由此，节锥参数 1δ ， 2δ ，η ，ε 可表示为
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由式 (3) 与式 (4)，可推得辅助偏置角 'ε 和大轮螺旋角

2β 的表达式

 1 2
1 2

cos' arccos(tan tan )
cos cos

ε δ δ
δ δ

Σ
= +     (19)

 2 1 'β β ε−=                            (20)

2 节锥参数的直接计算法

在计算准双曲面齿轮的节锥参数时，部分节锥参数根

据设计要求已确定为已知量，其他未知节锥参数则通过几何

关系进行求解。其中已知量一般包括：大轮大端节圆直径

2d ，大轮齿宽 2b ，小轮螺旋角 1β 或者大轮螺旋角 2β ，偏

置距 E ，大轮齿数 2z ，小轮齿数 1z ，轴交角∑ 。目前常用

的准双曲面齿轮的节锥参数求解方法是通过迭代的方式进

行求解，其求解过程如图 3 所示，该方法需预先设定加工刀

盘半径 cor ，并将其作为迭代判断的重要依据，通过不断调

整参数以满足几何关系，从而求得合理的节锥参数，然而，

这种方法计算过程较为复杂。

为克服传统迭代方法的不足，本文建立了一种无需迭

代的节锥参数直接计算方法。该方法不依赖于加工刀盘半径

的预设，也无需进行复杂的迭代判断。通过以准双曲面齿轮

节锥中的两条边为未知量，构建反映其几何关系的方程组并

直接求解，可快速得到任意轴交角的准双曲面齿轮的节锥参
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数。此外，该方法还具备良好的可扩展性与清晰的物理意义，

可便捷的分析节锥参数的演化规律。

   求解：

迭代变量一：

得到满足判断条件一的

 求解:

得到满足判断条件一和二的

输出所有节锥参数

已知：

迭代变量二：

ε

1 1 1, ,r β δ

判断条件一：偏置距是否收敛

'ε

*
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计算     初值2,ε δ
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是

是

否

否
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图 3 节锥参数的迭代求解方法

令 1 1 2/n K P K K= ， 2 1 21 /n K P K K− = ，由三角形

相似的关系，可得

 1 1 2r n K B= ⋅         (21)

 2 2 1(1 )r n K B= − ⋅       (22)

与式 (1) 联立，可得
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大端节圆直径 2d 为已知条件，大轮基本强度关系如图

4 所示，由图可得

 2 2 2 2
1 ( sin )
2

r d b δ= −     (28)

联立式 (27) 与式 (28)，可建立以下等式，该等式中只含

1 1K C 与 2 2K C 两个未知量。
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根据上述表达式可知，节锥参数如 1δ ， 2δ ， 1r ， 2r
， 'ε ， 2β 等的表达式仅涉及两个未知量 1 1K C ， 2 2K C 。

因此，只需知道 1δ ， 2δ ， 1r ， 2r ， 'ε ， 2β 中任意一个

参数的值，并将其与式 (29) 联立求解，便可确定 1 1K C ，

2 2K C 的值，从而计算出其余节锥参数。直接计算法的两个

求解方程可表示为
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图 4 大轮强度条件示意图

3 算例

3.1 通过小轮节锥角确定节锥参数

由式 (13) 和式 (14) 可知，小轮节锥角也可以通过 1 1K C
， 2 2K C 表达，如果在设计初期已知小轮节锥角，则可以通

过以下方程组求解节锥参数
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(31)

通过求解这组方程，可以得到对应的节锥参数。以两

组准双曲面齿轮为算例对该方程进行求解验证。

算例一的已知参数：

15∑ = ° ， 2 133.7d = ， 2 32b = ， 1 29.69β = ，

35E = ， 2z 39= ， 1z 27= ， 1=6.833δ
算例二的已知参数：



工程管理与技术 ( 6 ) 2025,7
ISSN: 2705- 1021（P） 2661-4820（O）

127    

90∑ = °， 2 194.7d = ， 2 28b = ， 1 50β = ，

31.8E = ， 2z 41= ， 1z 10= ， 1=15.225δ
分别通过迭代计算方法和基于小轮节锥角确定节锥参

数的直接计算法计算以上两算例的节锥参数，其计算结果分

别如表 1 和表 2 所示。

表 1 两种方法计算算例一节锥参数的对比结果

节锥参数 迭代法 直接计算法

or 152.4 152.51

2d 133.7 133.7

1δ 6.833 6.833

2δ 7.418 7.419

1r 46.792 46.792

2r 64.784 64.784

1β 29.692 29.69

2β 25 24.997

'ε 4.693 4.693

表 2 两种方法计算算例二节锥参数的对比结果

节锥参数 迭代法 直接计算法

or 95.25 95.25

2d 194.7 194.7

1δ 15.225 15.225

2δ 73.74 73.74

1r 27.84 27.84

2r 83.884 83.884

1β 50 50

2β 29 28.999

'ε 29 28.99

从结果可以看出，基于小轮节锥角确定节锥参数的直

接计算法所得到的节锥参数，与迭代计算法所得结果几乎完

全一致。

3.2 通过极限齿线曲率半径确定节锥参数

采用刀倾半展成法加工的齿轮对具有特殊的成形特点，

大轮齿廓的加工过程省去了传统的滚齿工序，其最终齿形曲

面与刀具切削面保持完全一致的几何形状 , 因此齿形曲面与

节平面相交所形成的轮廓曲线表现为一段具有特定半径的

圆弧 cor ，同时该圆弧半径也为该齿面的极限曲率半径。由

此，齿面的极限曲率半径 or 就可以近似等于刀盘半径 cor 。

节锥参数常用的迭代法通过数值逼近方法进行计算求解节

锥参数，判断迭代是否通过的条件为 1- / 0.01o cor r ≤ ，并在每

次运算中动态修正轴截面偏置角，经过多次迭代后得到结

果。然而，这种方法获得的节锥参数具有一定程度的近似性。

而节锥参数的直接计算可以得到精确解。

齿面的极限曲率半径 or 可由下式表示
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其中， e和W 为辅助参数，表达式如下
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由式 (32) 可以看出，极限曲率半径 or 也是仅含 1 1K C
， 2 2K C 两个未知量的表达式，此时，直接计算法的两个求

解方程可以写为
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通过求解这组方程，可以得到对应的节锥参数。以两

组准双曲面齿轮为算例对该方程进行求解验证。

算例三已知参数：

45∑ = ° ， 2 182.3d = ， 2 23b = ， 1 50β = ，

20E = ， 2z 30= ， 1z 12= ， 95.25cor =
算例四已知参数：

90∑ = °， 2 156.1d = ， 2 22.3b = ， 1 56.5β = ，

29E = ， 2z 72= ， 1z 6= ， 63.5cor =
分别通过迭代法和基于极限齿线曲率半径的直接计算

法分别计算节锥参数，其计算结果分别如表 3 和表 4 所示。

表 3 两种方法计算算例三节锥参数的对比结果

节锥参数 迭代法 直接计算法

or 95.25 95.25

2d 182.3 182.3

1δ 15.895 15.896

2δ 28.598 28.597

1r 38.971 38.972

2r 85.68 85.681

1β 50 50

2β 43.03 43.035

'ε 6.956 6.965
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表 4 两种方法计算算例四节锥参数的对比结果

节锥参数 迭代法 直接计算法

or 63.501 63.5

2d 156.1 156.1

1δ 5.775 5.775

2δ 83.61 83.61

1r 8.655 8.658

2r 66.969 66.969

1β 56.47 56.5

2β 31.07 31.07

'ε 25.3 25.27

可以看到，通过极限齿线曲率半径确定节锥参数的直

接计算法求得的节锥参数和迭代方法得到的节锥参数几乎

完全一致。这表明，直接计算法在节锥参数的求解中能够与

传统的迭代方法达到相同的精度，同时简化了计算过程，具

有较高的计算效率。

3.3 节锥的演化规律

由 2 节可以知道，所有的节锥参数都可以表示为包含

1 1K C ， 2 2K C 的表达式。进一步地，根据式 (29)，可以推

导出 1 1K C 和 2 2K C 之间的关系。基于此，可选择 1 1K C 或

者 2 2K C 为自变量，并设定其取值范围为从零至正无穷，

从而推导出相应的 2 2K C 或者 1 1K C 的取值范围，并揭示

其他节锥参数随着 1 1K C ， 2 2K C 变换的演化规律。以 3.2

节的 1 2/ 6 / 72z z = ，轴交角 90∑ = 度的准双曲面齿轮为

例，以 2 2K C 为自变量，定义其取值范围为零到正无穷，以

1 1K C 为横坐标，得到的各节锥参数随 2 2K C 变化时的演化

规律如图 5 所示。

图 5 节锥演化规律

可以看到，当 2 2K C 的取值范围为零到无穷大时，

1 1K C 的值从 118.892mm 变化到 60.37mm。纵坐标分别表示

小轮节锥角 1δ ，大轮节锥角 2δ ，大轮螺旋角 2β ，小轮节

圆半径 1r ，大轮节圆半径 2r 等节锥参数随 1 1K C 变换的演变

规律。图中竖直虚线表示在极限齿线曲率半径为 61.437 时

的节锥参数值，竖直虚线与各节锥参数曲线的交点值与 3.2

节中通过直接计算法得到的结果几乎一致，从而也验证了该

变化规律的正确性。

4 结语

建立了一种适用于任意轴交角的准双曲面齿轮节锥参

数的直接计算方法，该方法以节锥几何中两条边 1 1K C ，

2 2K C 为未知量，建立非线性方程组，其中第一个方程基于

大轮强度条件建立，第二个方程则通过 1δ ， 2δ ， 1r ， 2r ，

'ε ， 2β 中任一节锥参数的几何关系建立，联立这两个方程

可求解 1 1K C ， 2 2K C 的值，进而确定所有节锥参数。随后，

以小轮节锥角和极限齿线曲率半径为已知条件，分别建立第

二个方程，计算了四组准双曲面齿轮副的节锥参数，计算结

果与传统迭代法所得结果高度一致，验证了所提方法的准确

性和可行性。
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